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系に拡張することは容易であるO -ルを粒子の座標の集合,〟 を〟 の部分集合の集合族
/＼
(空集合 ¢を含む),LJdをLh上に定義された複素値汎函数の集合とする (それぞれ








によって定義される｡こ こに fnは ｡＼との軒 の位置および運動量座標 Ⅹ1, ,Xn
に依存する粒子の置換に関して対称な函数であるとする｡
〔例1〕 N体分布函数 n.N(xl,･･,XN)をあたえる n(eLJd)は
rltxl････XN I == nN(xl,･･･XN)
によって,また系のHami■ltor)汎函数 LUは
〟 tXl, ･XNl- 〟 NrX1,.･,XN )
によって定義されるoここに〟NはN粒子系のHamilton函数であるo (例終)
〟 にはあきらかに定義できる加法 + のほかに次の4つの演算を定義できる｡本稿で




し1つ積 (申 せ) txI≡ 石 xI少txI
L2つ O-積 (甲oVp) txI ≡ ∑ q,txII せ くx2I
ここに和 ∑は Xの Xl, Ⅹ2 (ともに ¢ではないとする)-の Ⅹ1とⅩ2の順序を考
慮した分割についてとられる｡
し31 米一積 rp米QH xI ≡ ∑ 91 x11 両 x21
ここに和 ∑ は Ⅹの Ⅹ1とⅩ2(Xlまたは x2が ¢であることを許す)-の Ⅹ1と
Ⅹ2の順序を考慮 した分割についてとられるo
L41 ♯-積 これは同一の汎函数間にのみ定義され る｡
(甲♯甲)txI≡ ∑ptxII 再 x2I




〔2〕～ し4十において右辺の分割が不可能の場合左辺は 0 であると定義する｡ ま
た定数とL/Cの元との O-または米一積は普通の定数倍と解釈する.以上ゐ 積 の うち




云 焚 汀 = 甲nX
ここに×は積, 〇一積または米一積を示す｡また 甲n#は次式で定義される.
甲n# tXI- ∑p(XII･･･p(xn'I
ここに和は X を区別できない n この組にわけるわけ方すべてについてとるものとする｡
次の補題が成立する｡証明はたやすい｡
<
L-1 甲,少 SL･4, x8-ル とする. このとき
中米少- p oや+再 ¢Iサ+すく射 p
L-2 Pk♯-q,ko/k!
この補題は♯-積を計算するとき,次の例に見るように常に利用される｡
〔例 2〕 〔Ursell展開〕 f(EL･4)に対応するUrsell汎函数 C(FL･4)は
< <





によって,またt机 上ではct¢I- O で定義される｡ここで O- exponer)tialを
CX⊃






によって定義するとしL-2 をつかって (日 は しル′上で
f = eC- 11) (3)
となる｡ 0 -積は鮮合的なので (2)の逆函数として自然に O-対数logoを定義できる.
これをっかうと(3)よりLh′上で C を解 くことができて
(I:■=〉 C




最右辺はふつうの逆公式にほかならない｡ Shen は exp･Logに類似の定義を与え
ているが, e｡,log｡の方が少 くとも上記に関する限りは簡単であるo (例終)
§3. LJd上の積分
shen･Carteri)は次のような積分を定義した. fEL･Cとして







粒子数演算子N(8空 )はNtxIが x(eA)中の粒子数を示す汎紳 であるとす
るoまざらわしくなVT限 りNfxlをxで代用するo
〔例3〕 大正準集団における式ij:以下に示すように E一積分を使 うと正準集団にお



















Sニ ー k.rdEP i/nP
と与えられる｡ (例終)
shen'Carter])･は次の補題を示 している｡ 証耶 たやすいので略す.
L-3 〔shen,Carter〕 f,グeA として
.rdE f米9- (JdE f)(.JldEg)
(12)
O-積に対しては一般にはL-3のようなきれいな公式は成立しない｡しかし,統計
力学ではしば しば f†射 -O を満たす f(6-)4')が現れ,そのときは
L-4 f,geLJdかつ.ftbI-gt¢I- oであるとすると
IdE foダニ (I°e f)(.(■dE g)
これはL-3と L-1より直ちにあきらかとなるが,実際の応用上ではL-3に劣 ら
ず重要である｡ よく知られているように,






証明) (3)は JV' 上で成立し ct射 - Oに注意 して
(:>⊂)
.('dEf - fI¢1+I°e(eec-1)こ 1+JdE ∑ cko/k!
k-1
∞
- 1+ ∑〔fdE｡〕k/k!- ｡xp(.['dEc)
k-1





(Dx甲)tyI- ptx+yJ (xny-¢) (13)
で定義 したo+は集合の直和を示すo D x は Ⅹ-(Ⅹ1,-,X｡‖こするとnこの粒子







たとえば, Ⅹ1, Ⅹ2, を粒子 1･2の座標として,












〔例4〕 例 1の分布汎函数 n は次式で定義される｡
n-.F'dEDP
ここでPは (8)にあたえた確率分布密度である｡ (17)はM8-% とし.て
































とし, fを f/N とおきかえればよい｡ (証終)
統計力学においてはしばしばある函数◎(tMl)に対 して
◎(iMl)-侮日Ml)+写pM_1日M卜 til)1
+(ifj)甲M- 2 ( ("H i,ji)+-+軍 畑 i) (20)1､
のよ うな展開を老えることがある (平均カポテンシャルの定義など)｡これを汎函数表
記すると′◎ (ELJg) に対 して 甲 (EA ) を単に次式で定義すると蓉現できる.
<
◎ - Ioe｡Lや, pt再 三 o (21)-
ここに Ⅰ(8-g)はLh 上で恒等的に1をとる汎函数であるとするo ◎txl,X21で例
示すると,
<
◎七草1,x21 - 日 oeoL H x l,Ⅹ21 や tx l , X 去 1
/＼
- ∩ + I o LH o (£ ♯ £)+- ) tx l ,x2lp t xl ,x 21
- 甲2(xl, x 2 ) +甲1(x 2)+ 甲1(xl)
(21)の逆公式はよく知られているように
<
甲 - JI o eO-L◎
である｡ このとき次式のなりたつことが容易にわかる｡
.r d E p f- .r dE ix l 〔二∑
y=0
(-)y◎ iy l〕 f ixl
§ 5 . 拡 張 さ れ た tTrsell函数 と大正 準 集 団 のエントロピ ー
準 備 と し て よ く 知 ら れている公式 を 汎 函 数 記 法で証明す る ｡







証明) (24)が tMい Jyで成立することを見ればよい｡ (17)を使って
IdE(｣ NDMn- .r･dE(xl(-)XDM(.rdE(yIDxP(yI)
-IdEty}〔き｡(xy)'-､x〕DM Pty}
- DM Pt¢1- Pt机
ここでL-7と二項定理をつかった｡ (証終)
Ursell函数の拡張は deBoer や 紬 ech/C4ltこよって行なわれているo de
3)
< ′
Boerの拡張されたUrsell函数 cMB は Lh 上で
B
DM n-expoCM - 1
< ′ /
そしてPavechgの拡張されたUrsell函数 cMB は JV 上で
DMn - nIMIln+exp.CMR -1]
(25)
I:26)
と錆 されるO ともに く¢圧 では0と定義されるo tM1- 回 とおくとcMBは例
2の C となるが cMR はそうでなく自然な拡張とはいえないo
<′
筆者は次のように拡張きれたtJrsell函数 cM を定義するO-ル 上において
DM n- ntM圧 exp｡cMT･1〕 (27)
cMt机 は 0とするo nt¢1- 1なので, cMは Cの自然な拡張になっているo
Revechg4㌔ま大正準集団のエントロピーを分布函数nで表現するとき (26)を使いき
わめてめんどうな計算で目的を達成 している｡しかし汎函数記法をつかえば計算は見通






この式で α-1, tMl- t卵 とおくとL-5 となる｡
証明)
αN DMn- ntMl(expo αN cM-1)
そこで
I dEa" DMn- ntMJ〔1+.(-dE(exp.a"rcM-1)〕
L-5をつかえば証明は完成する｡ (証終)
以上を準備にしてエントロピー (12)をnで蓉現する｡L-5′ で α--1 として
(24)をつかうと
piMJ,- ntMI exD l.rdE(-)," cM]
これを (ユ2)に代入して
(28)
Ld〒 -S/k- ･rdEIMIPiMI〔PnniMI+･rdE(-)N cM〕 (29)
そこで再び (24)を代入 して
Lk8- IdH MllIdE(-)"pMn〕〔ZnntMJ+.rdf(-)"cM〕 (30)
積を展開してL-6および (23), (22)を使 って直ちに最終結果を得る｡















C.M-log. [1+DM n/ ntMI]








』 (α)- exprα£ )Z
このとき
L-6 oaz(α) f(Z)- fr』Z(α)Z)- f(Z十α)
ただLfは Z+αを含むある単連結領域で正則とする｡次の公式が示される｡
-1
E -2)(α)En- .ldE(a/ Z)NDnZ
証明) n,Pの定義 (17)および (8)によって
-Dz(α)En-.rdED(Z+α)N e-Ply











(36)の両辺の対数をとってL-6を使 うことによって Pn E の絶対活動度による
微係数年どを容易に得ることができるo Mayerの大正準分配函数定理 5)は,Eが ･Z
に依ることを陽に E(Z) のように示せば,
E (Z)Z-N n=･E(Z米).rdE(Z-Z米)N D z米-N n
と書けるが,少しかきかえると(36)は (37)を含むことがわかる｡
甲,サELJd とするとき,粒子数演算子Nは




£ (早.9 - 1)-豊 o e.p
が成立する｡また






















を証明しよう｡ ここに C は例2のtJrsell函数である｡ これはたとえばHiroike6)に
よって証明されている｡ しかし,その証明は数学帰納法であり,発見的証明ではない｡
そこで, (42)の 爪に exp｡C-1を代入して (43)を直接的に証明しようo




･('drDrcoeC一日 eC0- 1 日 .drctrl0
+ (N-<N>)reC-1)0
ここで ctrJ- ntrlに注目すると, (39)をっかって
Z冨三 oe.C- e.c o .rdrSrc+ (Nc, oeoC






tH X1, , X｡1 -tTix十十･･-･+tJtX｡J
を満たすものとする｡ tJ存在下の分配函数は
E(U)- .I･dE zN e-Glue-PU
(44)
(45)
によって定義される｡ 液体論では こ れ を e-細 で汎函数微分することに興味がある｡










L-7 Gは fの汎函数であるとする｡このときCTの函数 Fの汎函数微分は
CC












C(t･丁)-logo 〔1+e-PUB(tJ) -113 Le-PUつE(tJ)〕
CQ
= ∑ (-)k-1(k-1)!E(tJ了k〔e-PU3 〔e-PUつ E (lJ)〕k♯
k-1
= ｡-pU芸〔dkPnE (tl)/dE(U)k〕t3〔e-帥 〕E(叫 k♯
k=1
最後の式はL-7をっかうと (46)の右辺そのものであることがわかる. (証終)
§8. ま と め































右 市 -Lf〕F(G)- ∑(-Lf〕GIk♯菜 も F'k'1'(G)k-1
∞ 1 a





･ k蔓lfT,議 3Lf〕G,C,- Ln.CJ,koF(k+1)(G)








ここで k≧ 2 において
GyAko - kLA(k - 1うっ o ByA.kA(k -1)oAtyi
が成立することを使ったOこうして (A･1)が示された｡ (証終)
?ー ???
参 考 文 献
C.Y.shen,D.S.Carter‥J.math.Phys.堂_(1971)126~3.
C.Y.Shen :
∫.deBoer:
H.J.Ravech6
L
∫.E.Mayer:
K.Hir.oike:
J.K.Percus
J･math･Phys.ll (1972)754･
Rept.Progr.Phys･A (1949)305.
.･J.chem.Phys.i5(1971)2242.
J.chem.Phys.｣旦 (1942)629.
J.Phys.Soc.Japan旦 (1972)904.
:TheEquilibrium Theory ofClassicalFluids
(W.A.Benjamin lnc.New York,1946)
-16-
